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XX1X. De Polygonis Ared el Perimetro maximis et mini=
misy infcriptis Circulo, vel Circulum circumfcribentibus.
Auctore S. Horfley, LL.D. R. S. Sec.

Redde, May tg, 1775

THEOREMA I. (TAB. IX.)

St linea recla arcum circularem contingentibus duabus in-

rerceptum contingat, [egmentum. ejus, contingentibus
primo pofitis interceptum, in contaltiis fui punéio vel
equaliter vel inequaliter divifum ef, prout arcus ipfe
circularis equaliter vel inequaliter in eodem punio di-
vifus eff. Segmentaque arcis (inequaliter fcilicet divifi)

‘et recle contingentis majora et minora ab iifdem funt

partibus mutui contaciis,

R CU M circularem AEc, contingentibus duabus, 4z,

cp, interceptum, reta 8D in punéto E contingat.

Recta vero Bp contingentibus primo pofitis, a8, cp, in,
punélis B, b, occurrat. Dico re&tam BD in punéto E vel
zqualiter vel ineequaliter divifam, prout arcus AEC z-
qualiter vel inequaliter in eodem pun&o E divifus eft.
Primo puta arcum ac in punéto E zequaliter divifum,
Dico igitur et re&tam BD, in punto E, bifariam fecari.

Circuli AEC centrum efto F. Jungantur FE, FBy FD, qua-
rum
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rumFB, FD, circuli peripherie in pun&is 6, 1, occurrant.
Recte FB, FD arcus AE, CE bifariam dividunt. Arcus igi-
tur GE, HE, arcuum AE, CE femifles. Zquales igitur
GE, EH, propter AE, EC, ex hypothefi, zquales. Quare
anguli BFE, DFE ®quales. Aquales autem anguli BEF,
DEF : rectus enim uterque. In triangulis igitur BFE, DFE,
quz latus commune habent £F, duo anguli BEF, BFE,
duobus DEF, DFE, finguli fingulis equales. Reliqua igi-
tur reliquis zequalia (per El. 1, 26.). Quare BE=E&D.
2, E. D.

Jam vero puta arcum Ac inzqualiter in E divifum,
et fegmentorum AE, CE, majus efle Ax, ¢k minus. (fig. 2.)
Dico re€tam Bpirieequaliter in punéto g divifam, fegm‘en-
tumque BE majus effe, pg minus. Jungantur enim ut
prius FB, FE, FD, quarum ¥, ¥p peripheriz in punétis
G, H, occurrant. Refte FB, FD, arcus AE, CE, bifariam
dividunt. Arcus igitur GE, HE, arcuum AE, CE, femiffes.
Cum igitur arcus AE, arcu CE major fit, arcus GE arci HE
major erit. Angulus igitur BFE angulo DFE major. Fiat
angulus EFK angulo DFE ®qualis. Quoniam anguluskFE
angulo pFE ®qualis eft, nec non angulus reétus KEF, re&to
DEF qualis; in triangulis EFk, EFD, quee latus EF com-
miune habent, anguli duo KFE, XEF, ducbus DFE, DEF,
finguli fingulis 2quales. Keliqua igitur reliquis 2qua-
lia. Latera igitur X, ED, ®qualia. Propter angulum
vero EFK angulo EFB minorem, punétum K pundtis, B, &,
neceflario interjacet. Reéa igitur BE, re€td K& major.
Major itaque quam Ep. Q. E. D.

THEOREMA.
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THEOREMA II.

Linea refia que arcum circularem contingentibus duabus
interceptum in puncio medip contingit, et contingenti-
bus primo pofitis binc inde occurrit, minima eff omnium
quae, eundem arcum contingentes, contingentibus primeo
pofitis intercipiuntur .

ARCUM circularem BED, contingentibus duabus as,
cD, interceptum recta Ac in puncto E contingat, et con-
tingentibus primo pofitis A8, cD, in punétis a, c, occur-~
rat. Pun&um E arclis BED medium efto. Dico re&tam
Ac omnium minimam, que, arcum BED contingentes,
contingentibus AB, cD, intercipiuntur. Sumatur enim
in arcu BEp pun¢tum quodlibet F, et ducatur re&ta GH
que circulum in F contingat. Recta vero GH contin-
gentibus AB, cD, in punétis G, H, occurrat. Dico rectam
AC re&td ¢H minorem. Si parallele fint contingentes
AB, cD (fig. 1.) res manifefta eft: parallelas enim aB, cp,
reta cHoblique fecat, re¢ta autem ac normaliter. Rete
vero AB, CD, non fint parallele. (fig. 2. et 3.) Si reéta ac
non fit minor quam GH, aut @qualis erit, aut major. Sit
primo zqualis. Arclls autem BD, inaqualiter in 7 divifi,
fegmentum majus efto BF. Redtx igitur 6H, inequaliter
in F divifee, fegmentum GF majus erit (per 1. hujus).
Reéte BaA, DC, produte occurrent; occurfus efto x:
re&tarum vero GH, Ac, occurfus efto L. Juncti BD, per
H ducatur HM rectis BD, Ac, parallela: et per ¢ ducatur
GN re&te pk parallela, quae reéte ac in N occurrat.

VoL. LXV. Tt Relte



[ 304 ]

Reéte GF, GB, qua circulum in punétis B, F, contingentes
in punéto G conveniunt, equales funt. Pari ratione AE,
AB, ®quales. Redta igitur 6F duabus AE, ac, fimul
furptis eequalis eft. Rurfum reéte HF, HD, que circu-
lum in pundctis F, b, contingentes in punéto H conve-
niunt, =equales funt. Pari ratione cp, cg,equales. Refta
igitur cp, vel cE, duabus FH, Hc, fimrul fumptis equalis.
Tres igitur GF, FH, HC, fimul fumpte, tribus AG, AE, EC,
fimul fumptis ®quales; id eft, duz GH, HC, fimul fumpte
duabus acG, ac, fimul fumptis. Relte autemn GH, Ac, €x
hypothefi, 22quales. Ablatis igitur ¢H, Ac, 2qualibus, re-
linquuntur HC, AG, ®quales. Propter retas autem Ac,
MH, BD, parallelas, et triangulum BkD ifofceles, quales
funt cH, AM: quare AG, AM, equales. Propter parallelas,
autem AL, MH, re¢t® GM, GH, in pundtis a, L, {imiliter di-
vifee funt : bifariam autem M in A: quareet GHbifariam
in L: et propter GN, cD, parallelas, ¢~ bifariam in L. Cum
cL igitur femiffis fit re¢te cn, et ce {femiffis rectee cA ,erit
EL rectae AN femiffis, five AN rete L dupla. Recti au-
tem GH eequaliter in L divifi, cum ejufdem re&e, in-
wqualiter in F divifae, fegmentum 6F majus eft(per 1. hu-
jus), recta GF, rectis HF et duple FL fimul fumptis equa-
lis eft. Recte autem GF recta 6B ®qualis. Quare GB, five
duz M, MB, fimul fumptza, duabus, ¥ et duplee FL, imul
{umptis, five duabus, HD et duple FL, fimul fumptis,
equales. Et ablatis hinc inde mB, HD, ®qualibus, re-
linquetur 6™ @qualis duple ri, id eft duple £L, id eft,
ex prius oftenfis, re¢tze AN. Propter equales autem Ga,
aM,re¢tacmrecte ga duplaeft: et propter parallelas N,

KC
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K¢, triangula Akc, AGN fimilia: latera autem ka, xc
equalia: eequalia igitur Ga, GN. Du igitur ca, 6N,
fimul fumpte, duple ca ®quales funt; id eft, reéte oM.
Reftz autem GM, AN oftenfz funt 2quales. Due igitur
GA, GN, fimul fumpte, rete AN @®quales funt: duo
nempe trianguli latera fimul fumpta ®qualia reliquo.
Quod eft abfurdum. Non funt igitur ac, gH, sequales.
Dico neque majorem efle ac quam ca. Efto enim
major Ac, fiquidem efle poteft. Due cH, He fimul
fumpte duabus ac, ac fimul {fumptis, ut prius, aequales
funt. Cum igitur aAc major fit quam GH, erit AG minor
quam Hc. /Equales autem HC, AM, ut prius. Ergo ac
minor eritquam AM; ac proinde, propter rectarum GM,GH,
NG, {imilem in punctis a, L, divifionem, GL minor quam
LH, et NL minor quam Lc. Cum igitur cE {femiffis eft
reéte ca, et cL major quam femiffis rete cN, erit EL
minor quam femiffis retee AN: five AN dupld EL ma-
jor. Porro cum rect® GH inzqualiter in L divifz, feg-
‘mentum GL, ex oftenfis, minus eft, ejufdem autem recte
inequaliter in F divifee fegmentum GF majus, (per 1. hu-
jus) duz, FH et duplaFL, fimul fumpte reti GF majores
[unt, five ®quali 6B, five duabus M, M8 fimul fumptis.
Et zqualibus rH, M8 hinc inde ablatis, relinquetur du-
pla FL re€ti ¢M major. /Equales autem LF, LE. Quarc
dupla EL re@td ¢M major: et AN, qua dupli EL jam
oftenfa eft major, retd ¢mM multo major erit. Propter
GA minorem vero quam AM, re¢ta M dupld ac major.
Aquales autem ut prius Ga, GN. Dupla igitur ca, dua-
bus 64, 6N fimul {umptis eequalis eft. Reta igitur o,

Tta2 duabus



[ 306 ]

duabus ¢a, 6N fimul fumptis major: Et proinde reta
AN, qua oftenfa eft major quem 6mM, duabus ca, GN,
fimul fumptis multo major. Trianguli igitur aAeN latus
AN duobus reliquis fimul fumptis majus. Quod eft abfur=
dum. Re&a igitur ac re&ti ¢u major non eft. Sed nec
®qualis, Minor igitur. Simili ratione et alid omni mi=
nor, qua arcum BD contingens contingentibus primo po-
fitis AB, cD intercepta eft. Omnium igitur minima,
2. E.D.

THEOREMA III.

Polygonorum omnium, lateribus numero datis, datum circu-
lum circumfcribentium, equiangulum perimetro mini-
wmum ef.

CIRCULUM aBcp circam{criptum puta polygono,
quot volueris laterum, FGHK E, quod omnium quee, ®equali
Iaterum numero, circa eundem circulum circumfcribi
poflunt, perimetrum minimam habeat. Dico polygonum
FGHKE 2quiangulumefle. Nam fi @quiangulum non fit,
necefle eft ut duos aliquos angulos proximos ineequales
habeat: nam fi nullos proximos, omnino nullos; fed
@quiangulum erit. Sunto igitur inequales proximi duo
anguli GFE, KEF. Latera vero GF, KE, qua cum inter-
medio FE angulos illos complexa funt, circulum in &, p
punéis contingant: et latus intermedium FE eundem in.
L. contingat. Circuli centrum efto o. Jungantur oa,
oL, op. Anguli AFL, aoL fimul fumpti duobus reétis
zequales funt, propter angulos ad a, . re€tos. Similiter

anguli
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anguli peL,poL fimul fumpti duobus rectis @quales; prop-
ter angulos ad D et L rectos. Duo igitur AFL, aoL, fimul
fumpti, duobus pEL, DoL fimul {fumptis eequales, Ina-
qualibus igitur AFL, DEL hinc inde ablatis, relinquuntur
AOL, DOL inequales. Arcus igitur AL, LD in®quales, Bi-
fariam igitur fecetur arcus ALD in M puncto, quod necef-
fario 4 puncto L. diverfum erit. Per M ducatur reéta que
drcum AD contingat. Contingens per M contingentibus
AF, DE in puudlis N, p, occurrat. Reéta Npreta FE minor
erit (per prec). Quare et dupla re¢tee NP dupli reétz FE
minor. Sed propter NM=NA et PM=PD, tres recte AN,
DP, PN, fimul fumpte, duple rette NP equales funt.
Et propter FA =FL, €t DE = EL, tres AF, DE, FE, {imwul
fumptee, duple rete- FE ®quales funt. Tres igitur
AN, DP, PN fimul fumpt® tribus AF, DE, FE, fimul
fumptis minores. Polygonum autem NGHKP, circulum
ABCD circumfcribit, et Iatera numero totidem: habet
ac polygonum FGHKE; quod omnium que zquali
laterum numero, circulum ABCD circumicribunt, peri-
metro, ex hypothefi, minimum eft. Perimeter igitur
FGHKEF perimetro NGHKPN minor. Utrique auferatur
pars communis AGHKD : relinquentur AF, DE, FE, reliquis
AN, DP, PN, fimul fumptz fimul fumptis, minores. Aft
majores jam oftenfz funt. Simul igitur majores et mi-
nores. Quod’ eft abfurdum. Non funt igitur anguli
GFE, KEF, in®quales, exiftente perimetro FGHKEF mi-
nimi. Similiter oftendetur, nec alios duos quofvis an-
gulos proximos polygonum FGHKE inesequales habere..

tur
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Nullos igitur proximos inzquales habet. Omnino igi-
tur nullos. Omnes igitur 2quales. /Equiangulum igi-
tur. 2, E.D.

THEOREMA 1V,

Polygonorum omnium, lateribus numero datis, datum cir=
culum circumfecribentium, equiangulum ared minimum

oA

PATET ex precedente, cum area zequalis eft rec-
angulo fub femiperimetro et circuli infcripti femidia-
metro.

THEOREMA V.

Polygonorum omnium, lateribus numero datis, dato cir-
culo infcriptorum, equilaterum perimetro maximum ¢ft.

CIRCULO agcp infcriptum puta polygonum ABCDE,
quot volueris laterum, quod omnium, quz, 2quali late~
rum numero, eidem circulo infcribi poffunt, perimetrum
maximam habeat. Dico polygonum ABCDE ®quilate-

‘rum. Non enim. Duoigitur proxima quedam laterain-
@&qualia habet: nam {i nulla proxima, omnino nulla; fed
quilaterum erit; quod negafti.. Inzqualia funto latera
proxima AB, AE. Propter rectas AB, AE insequales, arcus
AB, AE inzquales erunt. Bifariam igitur fecetur arcus

3 BAE
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BAE in punéto ¢, quod a puncto a diverfum erit. Jun-
gantur BG, EG. Girculi ¢entrum efto ¥: juncta Gr pe-
ripheriee iterum in H occurrat. Denique jungantur
BE, HA. Arcubus @B, Gt @qualibus, femicirculis esn,
GEH, ablitis, relinqutntar &quales B, £H. Quare et an~
- guli BGH, EGH, nec non BAH, EAH, ®quales. Angulos.
igitur 8GE, BAE, qui in eodem funt fegmente circulari,
ret® GH, AH, bifariam dividunt. Du=x igiter cs, ok,
{imul fumpta ad retam cH eandem proportionem ha-
bent, ac duz Ba, AE, fimul fumpte, ad retam aH. (Vide
Demonftrationem prop. 94. Datorum EUCLIDIS) In
circulo autem ABCD, diameter GH, re&t4d AH, major
eft. Du igitur 6B, GE, fimul fumpte, duabus AB, AE,
fimul fumptis, majores. (per xiv. 5. Elem.). Polygo-
num autem GBCDE circulo aBcp infcriptum eft, et la-
tera numero totidem habet ac polygonum ABCDE;
quod omnium qua, ®quali laterum numero, circulo
ABCDE infcribi poffunt, perimetro, ex hypothefi, maxi-
mum eft. Perimeter igitur ABCDEA perimetro GBCDEG
major. Utrique auferatur pars communis Bcpe. Relin-
quuntur AB, AE, reliquis 6B, GE, fimul fumpte fimul
fumptis, majores. Duz autem 6B, GE, duabus AB, AE,
oftenfz funt majores. Simul igitur majores et minores.
Quod eft abfurdum. Non funt igitur latera A3, AE, inz-~
qualia. Simili modo oftendetur, de aliis quibuflibet po~
lygoni lateribus proximis, ineequalia non efle, exiftente
perimetro. maxima. Nulla igitur proxima inzqualia.
Omnino-igitur nulla. Omnia igitur @qualia. &, E. D.
THEOREMA.
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THEOREMA VI,

Polygonorum omnium, lateribus numero datis, dato circulo
inferiptorum, equilaterum ared maximum efi.

Demonftrationem vide apud THOMAM s1MpsoN in lis
bello fuo de Figuris Geometricis maximis et minimis.

XXX, 4dn
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